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                     ЭЛЕМЕНТЫ  ТЕОРИИ  ВЕРОЯТНОСТЕЙ  И  

                           МАТЕМАТИЧЕСКОЙ  СТАТИСТИКИ
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                                                            ПРЕДИСЛОВИЕ

        Методы теории вероятностей широко применяются в различных отраслях естествознания и техники: в теории надежности, теории массового обслуживания, в теоретической физике, геодезии, астрономии, теории стрельбы, теории ошибок наблюдений, теории автоматического управления, общей теории связи и во многих других теоретических и прикладных науках. Теория вероятностей служит также для обоснования математической и прикладной статистики, которая в свою очередь используется при планировании и организации производства, при анализе технологических процессов, предупредительном и приемочном контроле качества продукции и для многих других целей.

         Математическая статистика, опираясь на вероятностные модели, в свою очередь, влияет на развитие теории вероятностей. Окружающий нас мир многообразен, и задачи, возникающие при изучении тех или иных случайных явлений, при обработке результатов наблюдений над ними требуют разработки новых вероятностных моделей. Математическая статистика и теория вероятностей – две неразрывно связанные науки. Теоретические основы, которых необходимо знать современному программисту для разработки алгоритмов решения практических задач.
        Настоящее пособие написано в соответствии с программой курса «Математическая статистика», утвержденной для специальности «Программное обеспечение вычислительной техники и автоматизированных систем».
        Цель пособия – изложить теоретические основы теории вероятностей и математической статистики. В брошюре приводятся основные формулы и определения понятий данного курса. Так как практике всегда предшествуют теоретические знания, то данное пособие окажет большую помощь студентам при решении задач, при фронтальном опросе на занятиях, при подготовки к зачетам.

        Подобранный материал изложен с учетом порядка изучаемых тем по данной дисциплине: это основные понятия комбинаторики, элементы теории вероятностей и элементы математической статистике. Такая последовательность позволит студенту легко ориентироваться при работе с данным пособием.

	№ п/п
	            Понятия
	Содержание

	1
	Математическая статистика
	Это наука, изучающая методы обработки результатов наблюдений, массовых случайных явлений, обладающих статистической устойчивостью, закономерностью, с целью выявления этой закономерности. 

Выводы о закономерностях, которым подчиняются явления, изучаемые методами математической статистики, всегда основываются на ограниченном выборочном числе наблюдений. 

	2
	Правило умножения
	Пусть требуется выполнить одно за другим какие-то k  действия. Если первое действие можно выполнить N1 способами, а второе – N2 способами, третье – N3 способами и так до k- го действия, которое можно выполнить Nk  способами, то все k  действий вместе могут быть выполнены N1*N2*N3*…*Nk  способами.

	3
	Правило сложения
	Если два действия взаимно исключают друг друга, причём одно из них можно выполнить M способами, а другое – N способами, то выполнить одно любое из этих действий можно M+N способами.

	4
	Размещение  
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	Размещением из n элементов по m  называется любое упорядоченное  подмножество из m  элементов множества, состоящего из n различных элементов.

	5
	Перестановка
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	Перестановкой из n  элементов называется любое упорядоченное множество, в которое входят по одному разу n  различных элементов данного множества.

	6
	 Сочетание
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	Сочетанием из n  элементов по m  называется любое подмножество из m элементов, которые принадлежат множеству, состоящему из n  различных элементов.

	7
	Свойства сочетаний
	1. 
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	2. 
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	3.
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	8
	Событие
	явление, происходящее в результате осуществления какого-либо комплекса условий, т.е. опыта. 

	8.1
	Случайное событие
	событие, которое может произойти или не произойти в результате данного испытания. 

	8.2
	Достоверное событие
	событие, которое обязательно произойдёт в результате данного испытания.
   

	8.3
	Невозможное событие
	событие, которое не может произойти в результате данного испытания. 

	8.4
	Несовместные события
	события А и В, где в результате данного испытания появление одного из них исключает появление другого. 

	8.5
	Совместные события 
	события А и В, где в результате данного испытания появление одного из них не исключает появление другого.

	8.6
	Противоположные события 
	события А и В, где в результате данного испытания не появление одного из них влечёт  появление другого

	8.7
	Благоприятствующие события
	события А и В, где появление события А влечёт за собой появление события В

	8.8
	Полная группа событий
	группа событий, где в результате данного испытания должно произойти, хотя бы одно из них и любые два из этих событий не совместны. 

	8.9
	Равновозможные события 
	события А и В, где по условию испытания нет основания считать какое-либо из них более возможным, чем любое другое.

	9
	Вероятность события
	численная мера объективной возможности появления события.

	10
	Классическое определение вероятности
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	Пусть имеется полная группа попарно несовместных и равновозможных событий. Вероятность P(A) наступления события A  равна отношению числа исходов M благоприятствующих наступлению события к числу всех исходов N.

	11
	Свойства вероятностей:
	1) Вероятность благоприятствующего события равна единице.
2) Вероятность невозможного события равна нулю.

3) 
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	12
	Теоремы сложения и умножения вероятностей
	1) Вероятность появления одного из двух несовместных событий, неважно какого, равна: 
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2) Сумма вероятностей попарно несовместных событий A1, A2,A3,…,An,…, образующих полную группу, равна 1. 
3) Сумма вероятностей противоположных событий равна 1.
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EMBED Equation.3[image: image13.wmf]
4) Вероятность появления хотя бы одного из двух совместных событий равна сумме вероятностей этих событий без вероятности их совместного появления:
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5) Вероятность совместного появления двух независимых событий равна 
                 
[image: image15.wmf])

(

)

(

)

(

B

P

A

P

B

A

P

×

=

×




	13
	Статистическое определение вероятности 
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	Отношение числа появления m события A к общему числу испытаний n называется относительной частотой события A 
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Статистической вероятностью считается предел, к которому стремится частота события A при бесконечно большом количестве опытов.

	14
	Среднее значение числа появлений события A
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	15
	Геометрической вероятностью события
	называется отношение меры области, благоприятствующей появлению события, к мере всей области.

	16
	Независимые события
	События А и В независимы, если вероятность произведения этих событий равна произведению вероятностей:    
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	17
	Условная вероятность
	 вероятность PA(B) события В, вычисленная в предположении, что событие А уже наступило.

	18
	Вероятность совместного наступления зависимых событий
	Вероятность совместного появления двух событий равна произведению вероятности одного из них на условную вероятность другого, вычисленную в предположении, что первое уже наступило:
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	19
	Формула полной вероятности 
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	Вероятность события А, которое может наступить только при условии появления одного из событий H1, H2, H3,…, Hn, образующих полную группу попарно несовместных событий, равна сумме произведений вероятностей каждого из событий H1, H2, H3,…, Hn, на соответствующую условную вероятность события А.

	20
	Формула Байеса
	Вероятность наступления i-события Hi при условии, что событие А уже наступило равна: 
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	21
	Формула Бернулли
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	22
	Локальная теорема Муавра Лапласа
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	Если вероятность наступления события А в каждом из n независимых испытаний равна p и отлична от 0 и 1, а число испытаний достаточно велико, то вероятность Pn(k) того, что в n испытаниях событие А наступит k раз приближённо равна значению функции
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	23
	Случайная величина
	величина, которая в результате опыта может принять то или иное возможное значение, неизвестное заранее, но обязательно одно.
   

	24
	Дискретная величина
	случайная величина, множество возможных значений которой либо конечно, либо бесконечно, но обязательно счётное. 


	25
	Математическое ожидание дискретной случайной величины
	сумма произведений возможных значений данной случайной величины на соответствующие вероятности  появления этих значений, т.е. 
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При равновозможных исходах 
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	26
	Свойства математического ожидания
	1) Математическое ожидание алгебраической суммы двух случайных величин X и Y равно алгебраической сумме их математических ожиданий, т.е.
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2) Математическое ожидание произведения двух  независимых случайных величин X и Y равно произведению их математических ожиданий, т.е.    
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3) Математическое ожидание постоянной величины равно самой постоянной, т.е.

            
[image: image34.wmf]C

MC

=

.

4) Постоянный множитель случайной величины может быть вынесен за знак математического ожидания, т.е.
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5) Математическое ожидание отклонения случайной величины X от её математического ожидания равно 0, т.е.
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	27
	Закон распределения дискретной случайной величины
	всякое соотношение, устанавливающее связь между возможными значениями случайной величины и соответствующими вероятностями

	28
	Функция распределения дискретной случайной величины
	функция F(x), задающая вероятность того, что случайная величина 
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	29
	Дисперсия дискретной случайной величины
	математическое ожидание квадрата отклонения случайной величины от её математического ожидания
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	30
	Свойства дисперсии:
	1)   Дисперсия алгебраической суммы двух независимых случайных величин X и Y равна сумме  дисперсий этих величин
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      2)   Дисперсия постоянной величины равна 0
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3) Постоянный множитель С случайной величины X можно выносить за знак дисперсии, предварительно возведя его в квадрат
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4) Дисперсия случайной величины X равна разности между математическим ожиданием квадрата случайной величины и квадратом её математического ожидания
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	31
	Коэффициент корреляции

	Коэффициентом корреляции случайных величин X и Y называют число.
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	32
	Корреляционный момент
	Корреляционным моментом случайных величин X и Y называют число 
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	33
	Некоррелированные величины х и y
	Величины X и Y называются некоррелированными, если 
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	34
	Непрерывная случайная величина
	случайная величина, значения которой заполняют целиком некоторый интервал.

	35
	Функция распределения для непрерывной случайной величины
	Определяется также как и функция распределения для дискретной случайной величины, т.е. 
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	36
	Свойства функции распределения
	1) Если 
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2) Функция распределения не убывает и 
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3) Если 
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4) Если х есть точка непрерывности функции распределения 
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	Плотность вероятностей
	Если функция распределения 
[image: image60.wmf])
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случайной величины 
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 дифференцируема, то её плотностью вероятностей называют 
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	Свойства плотности вероятностей:
	1) Для любого х плотность вероятностей не отрицательна и 
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	Математическое ожидание непрерывной случайной величины
	Математическим ожиданием непрерывной случайной величины 
[image: image69.wmf]x

, имеющей плотность вероятностей 
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	Дисперсия непрерывной случайной величины
	Дисперсией непрерывной случайной величины 
[image: image73.wmf]x

, имеющей плотность вероятностей 
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	Момент
	Моментом k-го порядка случайной величины 
[image: image78.wmf]x

 называется число
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	Центральный момент
	Центральным моментом k-го порядка случайной величины 
[image: image80.wmf]x
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	Равномерное распределение
	Случайная величина 
[image: image82.wmf]x

 называется равномерно распределённой, если плотность вероятностей случайной величины 
[image: image83.wmf]x

 постоянна на некотором отрезке и равна 0 вне этого отрезка.
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	Плотность вероятностей равномерно распределённой случайной величины
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	Функция распределения  равномерно распределённой случайной величины
	                                 0 при 
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	Математическое ожидание  равномерно распределённой случайной величины
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	Дисперсия  равномерно распределённой случайной величины
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	Биноминальное распределение
	Дискретную случайную величину 
[image: image98.wmf]x

, которая может принимать только целые, неотрицательные значения с вероятностью 
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 называют распределённой по биноминальному закону.
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	Числовые характеристики случайной величины, распределённой по биноминальному закону
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	Закон Пуассона
	Дискретную случайную величину 
[image: image102.wmf]x

, которая может принимать только целые, неотрицательные значения с вероятностью 
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 называют распределённой по закону Пуассона с параметром 
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	Числовые характеристики случайной величины, распределённой по закону Пуассона
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	Формула Пуассона
	Используется при больших n и малых p
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	Теорема о сумме независимых случайных величин, распределённых по закону Пуассона
	Сумма независимых случайных величин, каждая из которых распределена по закону Пуассона, тоже распределена по закону Пуассона:
                
[image: image110.wmf])
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- параметр распределения случайной величины 
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, b - параметр распределения случайной величины 
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	Нормальный закон распределения Гаусса
	Непрерывная случайная величина 
[image: image114.wmf]x

называется распределённой по нормальному закону Гаусса, если её плотность вероятностей 
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	Среднее квадратичное отклонение 
[image: image121.wmf]s


	величина равная
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	Плотность вероятностей случайной величины, распределённой по нормальному закону
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	Функция распределения  случайной величины, распределённой по нормальному закону
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	Числовые характеристики случайной величины, распределённой по нормальному закону
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	Показательное распределение
	Случайная величина 
[image: image131.wmf]x

 называется распределённой по показательному  закону, если её плотность вероятностей равна
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 EMBED Equation.3  [image: image137.wmf]
                              0 при 
[image: image138.wmf]0

<

x

;

	60
	Функция распределения случайной величины распределенной по показательному закону.
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	Числовые характеристики случайной величины распределенной по показательному закону
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x

1

=

M

       
           
[image: image144.wmf]2

1

l

x

=

D

  



	62
	Неравенство Чебышева
	Для любого положительного числа а и случайной величины 
[image: image145.wmf]x
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	Теорема Чебышева
	Если случайная величина принимает значения 
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	Центральная предельная теорема (в форме Ляпунова)
	Если последовательность попарно независимых случайных величин 
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	Генеральная совокупность
	Совокупность всех мысленно возможных объектов данного вида, над которыми проводятся наблюдения с целью получения конкретных значений определённой случайной величины или совокупность результатов всех мысленных наблюдений, проводимых в неизменных условиях над одной из случайных величин, связанных с данным видом объектов.

	66
	Выборочная совокупность (выборка)
	Часть отобранных объектов из генеральной совокупности (результаты наблюдений над ограниченным числом объектов из этой совокупности).
Выборка бывает двух видов:
- выборка с возвратом;

- выборка без возврата.

	67
	Выборочное среднее
	Выборочным средним в выборке объёма m со статистическим распределением 
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называется среднее арифметическое значений выборки 
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	Генеральный средний
	Генеральным средним со статическим распределением 
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 называется величина 
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	Выборочная дисперсия
	среднее арифметическое квадратов отклонений значений выборки от выборочного среднего  
 Dв =
[image: image160.wmf]
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	Генеральная дисперсия
	величина равная
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	Точечная статистическая оценка
	Выборочная характеристика, используемая в качестве приближенного значения неизвестной генеральной характеристики, называется ее точечной статистической оценкой.

	72
	Несмещённость
	Оценка 
[image: image163.wmf]Q

ˆ

 генеральной характеристики 
[image: image164.wmf]Q

 называется несмещенной, если для любого фиксированного числа наблюдений выполняется равенство
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где 
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(тэта)-некоторая генеральная характеристика.
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	Состоятельность
	Оценка 
[image: image167.wmf]Q

ˆ

 генеральной характеристики 
[image: image168.wmf]Q

 называется состоятельной, если для любого 
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	Эффективность
	Несмещенная оценка 
[image: image171.wmf]Q

ˆ

характеристики 
[image: image172.wmf]Q

 называется несмещенной эффективной, если она среди всех прочих несмещенных оценок той же самой характеристики обладает наименьшей дисперсией.

	75
	Выборочная функция распределения 
[image: image173.wmf])
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	функция 
[image: image174.wmf])
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, задающая для каждого значения x относительную частоту события 
[image: image175.wmf]x

<x.

	76
	Ранжирование
	Операция, заключающаяся в том, что результаты наблюдений над случайной величиной, т.е. наблюдаемые значения случайной величины, располагают в порядке неубывания, называется ранжированием опытных данных.

	77
	Вариант
	Значение случайной величины, соответствующее отдельной группе сгруппированного ряда наблюдаемых данных, называется вариантом, а изменение этого значения-варьированием.

	78
	Частота
	Численность отдельной группы сгруппированного ряда наблюдаемых данных называется частотой или весом соответствующего варианта и обозначается mi, где i-индекс варианта.

	79
	Частость
	Отношение частоты данного варианта к общей сумме частот всех вариантов называется частостью или долей этого варианта и обозначается 
[image: image176.wmf]i
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.

	80
	Дискретный вариационный ряд распределения
	Ранжированная совокупность вариантов xi с соответствующими им частотами mi или частостями 
[image: image177.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image178.wmf]i
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	81
	Интервальный вариационный ряд
	упорядоченная совокупность интервалов варьирования значений случайной величины с соответствующими частотами или частостями попаданий в каждый из них значений величины.

	82
	Выборочная функция распределения 
[image: image179.wmf])
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	функция 
[image: image180.wmf])
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, задающая для каждого значения x относительную частоту события 
[image: image181.wmf]x

<x.

	83
	Полигон 
	ломаная линия, изображающая дискретный вариационный ряд с вершинами, в точках, имеющих координаты 
[image: image182.wmf](
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	84
	Гистограмма 
	Служит только для изображения интервального вариационного ряда; для её построения в прямоугольной системе координат на оси ОХ откладываются отрезки, изображающие частичные интервалы, и на этих отрезках, как на основаниях, строят прямоугольники с высотами, равными частотам или частостям соответствующих интервалов. 

	85
	Статистическая гипотеза
	Под статистической гипотезой понимают всякое высказывание о генеральной совокупности, проверяемое по выборке.
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	Проверка гипотезы
	процедура сопоставления высказанной гипотезы с выборочными данными.
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